Curs 4 - Formula schimbarii de coordonate la
schimbarea de baze. Orientarea spatiilor liniare reale
finit dimensionale.

Oana Constantinescu, Lucian Maticiuc

1 Schimbarea bazelor si schimbarea coordonatelor unui vector
intr-un K-spatiu
Fie V un K-spatiu vectorial de dimensiune finiti n si B = {1, ...,é,}, B = {f1, ..., fn} doud baze

diferite ale ui V. A determina schimbarea de baze de la B la B inseamna a descompune vectorii
bazei B dupd baza B, adicd a obtine relatii de tipul

- n s .
szzizls;’ei7]:1>n (1)

sau, echivalent,
fl :S%€1+S%€2++S?€n

f2=8%€1+8%é'2+'-'+835n

A 2 - -
fn=s,€e1+s,e+ -+ st eéy.

Definim matricea S := (s}); ;_1; ale cirei coloane sunt formate din coordonatele vectorilor lui
B in baza B. Deci ) ) )
81 82 ... sn
2 2 2
51 S Sy
S =
n n n
1 52 Sn

Observam ca in notatia S := (s’); ;_1, indicele de sus aratd linia, iar cel de jos coloana pe
care se afla elementul s}.

Matricea S se numeste matricea schimbarii de baze de la B la baza B (sau matricea de trecere
dela Bla B) si vom nota B S5, B

Considerdm acum un vector oarecare ¥ € V. Atunci vectorul & are doud descompuneri in

cele doud baze: . .
- i = . - 7 ‘f
T = Zi:l x'e; s T= ijl v f;. (2)

Este importantd determinarea legaturii dintre coordonatele 2%, i = 1,n, ale vectorului in baza B
si coordonatele 37, j = 1,n, ale vectorului in baza B.
Din (1) obtinem

=Y E=Y (X)) =Y () @




Din unicitatea scrierii vectorului & in baza B vom obtine identificarea coeficientilor:
ng _seyl i=1,n. 3)
Jj=1

Introducdnd matricele coloand ale coordonatelor vectorului Z in cele doud baze

fEl yl

2 2

x=| " |siv=| 7
x/n/ y"L

putem rescrie (3) sub formd matriceald si obtinem

Propozitia 1 Fie Z € V un vector care are descompunerea (2) in raport cu cele doud baze B si B. Atunci
legdtura intre coordonatele vectorului & din cele doud baze este dati de relatia:

X=8Yey=5"1tX, (4)

formuld ce constitue formula matriceald de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare
de baze.

Teorema 2 a) Dacd avem B 55 B atunci matricea S este inversabili si are loc B i> B, unde S—1
este inversa matricei S.

b) Fie By, By, Bs baze in V,, si By N By, By N Bs. Atunci matricea de trecere de la By la Bs
este S1.55.

Demonstratie
a)Fie B B, B ={&1,...&.}, B={fi..... /u}, S = (s}), ;1 - Deci

=" sié, j=Tn 5)
Presupunem ci B — B, A = (a}); j—17- Deci

G=y afi,i=Tn ©)

Inlocuind (5) in (6), obtinem
S n k n j S\ n n k .
& = Zk:l (ai Zj:l 5k 63) - Zj:l (Zkzl @i sk) €

Dar & = Y.}_, /¢, unde §] = {

3

1 =3
1 0; ) ] sunt simbolii lui Kronecker. Deducem astfel
’ 0, i#j
S aks) =6 & SA=1,.
Analog, inlocuind (6) in (5) , obtinem AS = I,,. Deci S este inversabild si matricea de trecere

dela BlaBeste A= S"1.

(b) Presupunem ci By = {&y,...,é,}, Bo = {1, .., fn} $i Bs = {G1, ..., G} . Fie ) = (s5).

i,7=1,n
. _ 'L .
si Sy = (wj)i,j=171' Atunci
N n P n j n k- n n ik =
;= w »:E w(E sAe):E (E w-sf)e.
gi Zj:l ofi j=1 " p=1 4°F k=1 j=1 1°d) K
. _ i . S n k= . .
Fie C' = <Cj)i,j:1,7 matricea de trecere de la B; la Bs, adicd g; = ), _, ¢/€k. Din ultimele

< e S ox ok N T ok —
doud relatii rezultd cd ¢ = > 7_, w/sj < C = 515.



Exercitiul 3 Se di sistemul de vectori B = {v) = (1,2,1),72 = (2,3,3),03 = (3,7,1)}.
a) Sii se arate cid B este o bazd in R3.

b) Sd se scrie matricea schimbirii de bazd de la baza canonicd la B.

c) 5S4 se afle coordonatele vectorului & = (3, —1,2) in baza B.

a) Avand in vedere ci dimR® = 3 si B are trei vectori, este suficient si demonstrim ci B este liniar
independent pentru ca si fie si bazd. Liniara independentd a vectorilor lui B se va studia ca in exemplele
precedente (de exemplu, scriem vectorii pe coloand si formim o matrice; apoi determind rangA = 3).

b) Trebuie determinate mai intdi coordonatele vectorilor bazei B in baza canonicd. Avem

(%1 €1+2€2+€3, 172:2€1+3€2+3€3, 173:351+7€2+€3

Deci matricea schimbirii de baze este dati de coordonatele de mai sus puse pe coloand:
1 2 3
S=(2 37
1 31

a —1
In acest caz B, 5, B sau echivalent B £— B..
c) Vectorul ¥ = (3, —1,2) are deci in baza canonicd
X =3¢ — e+ 2¢5

Formula matricealii de schimbare a coordonatelor unui vector la o schimbare de baze este Xp = S~!- Xp_,

at 3
unde Xp = x? este matricea coloand a coordonatelor lui & in baza B, Xp, = -1 este
3
T 2

matricea coloandi a coordonatelor lui ¥ in baza canonicd B, iar

-1

1 2 3 -18 7 5
S~'=12 3 7 = 5 —2 -1
1 3 1 3 -1 -1
Deci
-18 7 5 3 —51
Xp = 5 -2 -1 || -1 |= 15
3 -1 -1 2 8

Exercitiul 4 Se considerd bazele By = {u; = (1,1,1) ,4d2 = (2,—1,1) ,d3 = (—1,1,1)} si
By ={vh =(1,0,1),9, = (0,1,1),75 = (1,1,0)} precum si vectorul ¥ = (1, —1,0).

a) S4 se scrie matricea schimbirii de baze de la By la Bs.

b) Sii se afle coordonatele vectorului T in cele doud baze.

Exercitiul 5 ) Trebuie determinate mai intii coordonatele vectorilor bazei By in baza initiald B,. Vom
determina elementele s, i, j = 1,3 astfel incit

’171 = aﬂ'l + b'L_L'Q + Cﬁg

Uy = a'tly + bty + '3

vg = a''tly + b ts + i3

echivalent cu
(1,0,1)=(a+2b—c,a—b+c,a+b+c)

(0,1,1) =(a' +2V =,/ =V +,d +V + )
(17 1’0) — (a// +2b// _ C”,CLN _ b// _|_C//7a// + b// +C//)



ceea ce inseamnil a rezolva urmdtoarele trei sisteme liniare neomogene:

a+2b—c=1 a +200 —c =0 a” +20" - ' =1
a—b+c=0 a—-b+cd=1 |, a"=bv +cd"=1
at+b+c=1 a +b+c=1 a’ +bv' +c"=0

Vom obtine solutiile
a=1/4,b=1/2, c=1/4

a=1/2,V =0, =1/2
o’ =5/4, V' =-1/2, ' = -3/4,
adicid matricea S este dati de (coordonatele puse pe coloane)

1/4 1/2  5/4
S=1| 12 0 -1/2
1/4 1/2 —3/4

Remarca 6 Existd si o metodd alternativd de a gdsi matricea de schimbare de baze, cind nici una
dintre cele doud baze nu este cea canonici. Avind in vedere ci este ugor de citit matricea de trecere de
la baza canonicd, fie

B. 2B, si B, B,

unde Sy si Sy sunt:

1 2 -1 1 01
Sl = 1 -1 1 §l SQ = 0 1 1
1 1 1 1 10

Sy si Sy sunt nesingulare si deci
Sfl . Sa
B — B, St B, — Bs.
Acum putem scrie direct matricea S de schimbare de bazi de la By la By :
S71Ss

Bl —>Bg,

adici S = S;1S,, deci

-1

1 2 -1 1 01 2 3 -1 1 0 1
S = 1 -1 1 011 )=-10 -2 2 0 11
1 1 1 1 10 -2 -1 3 1 10
1/4 1/2 5/4
= |12 0 -1/2
1/4 1/2 —3/4
b) Avdnd in vedere ci putem scrie imediat coordonatele vectorului & in baza canonicd, obfinem ci Xp, =
1
—1 |. Am determinat deja matricele schimbdrii de baze Sy, So astfel incit B, S, B, B, N Bs.
0
Deci Xp, = S;' - Xp, , Xp, = S5 ' - Xp,. Atunci
12 -1\ 1 L -1
Xp, =1 -1 1 1] =3 2 |,
1 1 1 0 -1



-1

101 1 0
Xg, = | 011 -1 = -1
110 0 0

2 Orientarea unui spatiu liniar real, finit dimensional
Fie V,, un spatiu liniar real, de dimensiune finitd n.

Definitia 7 Fie By, By baze ale lui V,,. Spunem ci By e la fel orientatd cu By dacd det S > 0, unde S e
matricea de trecere de la By la By. Notim By o Bs.
Spunem ci By e contrar orientatd lui By dacid det S < 0. Notdm By 6 Bs.

“

Propozitia 8 Relatia “o” este o relatie de echivalenti pe multimea bazelor lui V.

Demonstratie

Deoarece matricea de trecere de la 0 baza B la ea insési este [, si det [,, = 1 > 0, rezulta ca
BoB, deci “0” este reflexiva.

Presupunem cd B1oBsy. Rezultad cd det S > 0, unde S e matricea de trecere de la B; la Bs. Stim
cd matricea de trecere de la By la B este S~! sidet S~! =5 t o5 > 0,deci BooB; . Am demonstrat

astfel cd “0” este simetrica. 5 5
Fie bazele B, By, B3, By =2 Bs, By =2+ Bj. Presupunem B 0B, si ByoB3, adicd det §1 > 0

si det So > 0. Am vazut cd matricea de trecere de la By la Bs este S1.52. Deoarece det (51.52) =
(det Sp) (det S) > 0, rezultd ca ByoBs, deci “0” este tranzitiva.

Propozitia 9 Multimea tuturor bazelor lui V,, se poate impirti in mod unic in doud clase, astfel inciit
oricare doud baze din aceeasi clasi sunt la fel orientate si oricare doud baze din clase diferite sunt contrar
orientate.

Definitia 10 Spunem cid am orientat V,, dacid am ales una dintre cele doud clase de baze drept clasa bazelor
orientate pozitiv (sau, pe scurt, pozitive).

2.1 Exercitii

1. Se da vectorul @ = (3,—1,0) in baza {€}, €>,€3}. S4 se determine coordonatele vectorului
@ in baza { fl, fg, f3} stiind ca trecerea de la o baza la alta este realizatd de relatiile f1 =
261—62+363,f2—€1+63§1f3 —62+263

2. Un spatiu vectorial are baza {é1, €2, €3, €, }. S& se afle matricea de trecere de la baza data la
baza {53, (?47 51, é'g} .

Rezolvare:

Pentru a scrie matricea de trecere de la baza {é1, &>, €3, €, } la baza {€&5, €4, €1, €2}, trebuie sa
scriem vectorii bazei noi descompusi in functie de vectorii bazei vechi. Avem

& = (0,0,1,0)
& = (0,0,0,1)
& = (1,0,0,0)

=(0,1,0,0)



Acum matricea de trecere de la o bazi la alta se scrie punand coordonatele de mai sus pe
coloand. Obtinem

o= OO
_= O O O
OO O
o o = O

. inspa’giul Ry (X)sdsearatecda B = {p1 =X2 4+ X+ 1,pp=X2—-X,p3=X — 1} formeaza
0 bazi. Si se afle matricea de trecere de la baza canonica {1, X, X 2} la baza B. S& se afle
coordonatele polinomului X2 + 5 in baza B.

Rezolvare:

Dimensiunea lui Ry (X) este 3, deci cele trei polinoame date formeaza o bazd in R, (X) daca
si numai dacd sunt liniar independete. Consideram

a(XP+X+1)+B(X2P=X)+9(X-1)=0

ceea ce se reduce la sistemul
a+pB=0

a—B+v=0
a—v=0

1 1 0

care are matricea cu determinantul | 1 -1 1 = 3 # 0, deci admite solutie unica
1 0 -1

(doar solutia banald). Deci vectorii dati sunt liniar independenti, adicd formeaza o baza in
Ry (X).

Pentru a scrie matricea de trecere de la baza canonici la baza B, trebuie si scriem vectorii
bazei B descompusi in functie de vectorii bazei canonice. Avem

1 1 0
S=|1 -1 1
1 0 -1

Pentru a gasi coordonatele altui vector in raport cu aceastd noud baza avem doud metode.

Prima metod3 este cea prezentatd deja: vectorul p = X? + 5 se scrie sub forma p = ap; +
Bp2 + vps sau echivalent

X*+5=(a+B)X*+(a—B+7) X+ (a—7)

ceea ce revine la rezolvarea sistemului

a+p=1
a—B+v=0
a—7v7=>5

Studiem compatibilitatea acestui sistem: rangA = rangA = 3 deci sistemul este compatibil.
Solutia este datd de regula lui Cramer: « =2, 8 = —1siy = —3.

Deci avem p = 2p; — pa — 3ps.



A doua metodd inseamna a folosi formula
Yy =5"1.X,

unde X este matricea coloand a coordonatelor lui p in vechea baza (cea canonicd) iar Y este
matricea coloand a coordonatelor lui p in noua baza B. Prin urmare

-1

1 1 0 1 2
Y = 1 -1 1 o ]l=(-11],
1 0 -1 5 -3

adicép = 2p1 — P2 — 3]73.

. in spatiul R3 (X) sd se afle matricea de trecere de la baza canonica {1, X, X2 X 3} la baza
{L(x-2,(x-27,(x -2°}.

. In R? se considera bazele

B = {o=(1,-1,1),0 = (2,0,1), 5 = (1,—-2,0)} si
B = {w =(2,1,2),% = (—1,-2,—1) 15 = (0,1,1)}.

Sd se determine legatura dintre cele doud baze si sd se determine coordonatele vectorului ¢
fatd de baza B’ stiind c4 are coordonatele (1,1, 0) fatid de baza B.

Rezolvare:

Pentru a scrie matricea de trecere de la baza B la baza B’, trebuie si scriem vectorii bazei
B’ descompusi in functie de vectorii B. Avem

Wy = avy + by + cvs
’LEQ = a’171 + b/ﬁg + 6/173
’(173 = a//’l_)i —+ b//UQ + C//’l73
Rescriind acest sistem si rezolvand-ul obtinem
Wy = U] + U — T3
Wy = —Us + U3
1173 = 171 — 173.

Matricea de trecere de la o baza la alta se scrie pundnd coordonatele de mai sus pe coloana.
Obtinem

1 0 1
S = 1 -1 0
-1 1 -1

Existd si o metoda alternativa de a gasi matricea de schimbare de baze, cand nici una
dintre cele doui baze nu sunt cele canonice. Avand in vedere ca este usor de citit matricea
de trecere de la baza canonicj, fie

B.2»B s B.> B,



unde S si Ss sunt:

12 1 2 -1 0
Si=[ -1 0 -2 si S=[1 -2 1
11 0 2 -1 1

Fiind ambele baze, avem ca \S; si S sunt nesingulare si deci
Ehe . Sa /
B— B, si B.— B

Acum putem scrie direct matricea S de schimbare de bazid de la Bla B’ :

—1
B> B,
deci

L 2 -1 4 2 -1 0
S = S;lszzg 2 1 -1 1 -2 1
1 -1 -2 2 -1 1

1 0 1

= 1 -1 0

-1 1 -1

Pentru a gasi coordonatele lui ¥ in baza B’ stiind cd are coordonatele (1,1,0) in baza B,
folosim formula

Yy =5"1.X,
unde X este matricea coloana a coordonatelor lui ¢ in bazd initiald B iar Y este matricea
coloand a coordonatelor lui ¢ in noua bazd B’. Prin urmare

-1

1 0 1 1 1 1 1 1 2
Y = 1 -1 0 1 = 1 0 1 1 = 1],
-1 -1 0 0 -1 -1 0 -1

deci v = 2’[171 + ’LBQ — 133.

. In R3 se considerd baza B = {#}, U2, 3} si multimea
/ — — — — — — — — — — —
B = {w1 = Uy + Uy — Us, Wo = 207 + 302, W3 = 3U; +7’l)2—|—61}3}.
S& se arate cd multimea B’ formeazd o baza si sd se determine coordonatele vectorului
W = 2U7 — 7053 in baza noud B’'.

Rezolvare:

Se poate ardta cd vectorii W, Ws, W3 sunt liniar independenti, folosind liniara independenta
a vectorilor ¥y, ¥ia, ¥3. Apoi Wi, W, Ws formeazd o bazd deoarece sunt trei vectori liniar
independenti intr-un spatiu de dimensiune 3.

O metodd mai ugoard constd in a citi matricea de trecere de la B la B’. Aceasta este

1
S = 1
-1

O W N
S N W

Deoarece matricea de trecere de la baza B la noua multime B’ este nesingulari (det S #
0), deducem, conform teoriei, cd mult{imea care s-a obtinut este tot o bazi.



Pentru a gasi coordonatele lui & in baza B’ stiind cd are coordonatele (2,0, —7) in baza B,
folosim formula

y=51.X.
Prin urmare
12 3\! 2 18 —12 5 2 1
Y = 13 7 ol=-13 9 -4 0 |= 2 |,
1 0 6 7 3 —2 1 —7 1

deci W = 1171 + 2’(172 — ’(173.

. Fiesubspatiul S = {(z1, 72, 23,74) | 71 + 279 + 4 = 0, 21, 72, 73, 74 € R} C R*. S4 se gdseascd
0 bazd in acest subspatiu si sd se precizeze dimensiunea subspatiului.

Rezolvare:

Avem evidentcd S = {(041, ag, 3, —(¥1 — 2042) | o1, g, 3 € R} Fie B = {171 = (1, 0, 0, —1) s 172 = (0, 1,0, —2) ,’l_f;
S. Acestia sunt liniar independenti deoarece matricea formatd cu coordonatele lor scrise pe

1 00
< 0 10 5 TR
coloand este A = 0 o 1 |careare rangul 3. In plus se obtine imediat cé orice
-1 -2 0

vector din S se poate scrie ca o combinatie liniard de vectori din S, deoarece
S 37 = (v1,v2,v3, —v1 — 203) = v1 (1,0,0,—1) + vy (0, 1,0,—2) +v3(0,0,1,0).

Deci B este un sistem de generatori pentru S dar si un sistem liniar independent de vectori,
deci B constitue o baza pentru S. Prin urmare, dimensiunea lui S este 3.

. Fie subspatiul S = {( _Z IC) a +(c) ) | a,b,c € R} C M3 3 (R). S4 se gdseascd o bazd B;

in acest subspatiu si sd se precizeze dimensiunea subspatiului. Sa se arate ca

2 1 0 0 -1 0 10
B2_{F1_(—1 1 3)’F2_<1 1 1)’F3_<— 2 2)}

formeaza o bazd in spatiul S.

— o

Rezolvare:

Fie multimea

10 0 01 0 00 0
Bl:{E1:<o 0 1>’E2:(—1 o)’E3:(o 1 1)}C5'

Se poate ardta cd acestia sunt liniar independenti si se obtine imediat cd orice matrice din S
se poate scrie ca o combinatie liniard de vectori din .S, deoarece

Goa( ab 0N _, (1 00Y, ,( 01 0Y, (000
"\ b e oate) " N0 01 1.0 0 01 1)

Deci B este un sistem de generatori pentru S dar si un sistem liniar independent de vectori,
deci B; constitue o baza pentru S. Prin urmare, dimensiunea lui S este 3.

O =

Acum, In mod analog, se poate ardta cd vectorii din B sunt liniar independenti. Acum,
spatiul S fiind de dimensiune 3, rezultd imediat cd multimea B formatd cu 3 vectori liniar
independenti este si sistem de generatori, deci B, formeazd o baza in S.



Pentru a gasi coordonatele unei matrice oarecare din S in raport cu baza Bs, trebuie sa
plecam de la ecuatia

ab 0 2 10 0 -1 0
A_(—b c a+c)_a(—1 1 3)+5<1 1 1>+7

ceea ce este echivalent cu sistemul

2a0=a

a-fty=b 20 = a

2:35—72—1) SJa—F+y=0> :>o<:%,6zé(a—4b+2o),7:é(b+c_a).
at+B+2y=c atft+2y=c

Sat+f+2y=atc

1 1
DeciS 3 A = gBl + G (a —4b+2c) By + 3 (b+ ¢ — a) Bs, adica coordonatele matricei A
1 1

in baza B; sunt (a, b, ¢) iar in baza Bs sunt (;7 6 (a —4b+2c), 3 (b+c— a)).
. 54 se determine dimensiunea si sd se indice o bazd a spatiului solutiilor urmatorului sistem
liniar si omogen:

21+ T2+ 23+ x4+ 225 =0

T, —To+2x3+x4+2a5=0

T1 + dr9 — x3 + x4 + 425 = 0.

Rezolvare:

Trebuie sd rezolvam sistemul omogen. Matricea sistemului are rangul 2, deci sistemul se
reduce la

1+ T2=—a—LF—2y

T — X =—2a—f—7v

unde z3 = o, 4 = f3, x5 = 7. Acesta are solutia z; = 3 (—3a —28—2y) sizs = L (0 — 1),
deci solutia sistemui initial este multimea

1 1
S = { <2 (—3a—2ﬂ—2’}/),2(CE—’Y),CY,B,’Y> ,CY,B,’Y € R} (7)
O metoda alternativa de a rezolva sistemul este si metoda lui Gauss. Astfel obtinem
1 1 1 1 2 1 1 1 1 2 1 1 1 1 2
1 -1 21 1 |~10 =2 10 -1 |]~10 -2 10 -1
1 5 -1 1 4 0 4 -2 0 2 0 000 O

iar sistemul triunghiular obtinut se rezolva usor si are solutia datd tot de multimea (7).

Deducem ca
B = {t, = (=3,1,2,0,0), % = (—1,0,0,1,0), 5 = (—3,—1,0,0,2)}

este un sistem de generatori pentru spatiul solutiilor sistemului omogen dat, de asemenea
se verificd rapid cé cei trei vectori sunt liniar independenti. Deci S are dimensiunea 3.

10



10. S& se determine dimensiunea si sd se indice o baza a spatiului solutiilor urmaétoarelor sis-
teme liniare si omogene:

T1+ 20 —23=0 T —2r9 +x3+x4=0
((I) 31’1 721’2+2£C3 =0 ) (b) T 721’2+1’371’4:0 )
61 +x9—23=0 1 — 209+ 23+ 524 =0

T+ 2x0 —x3+25 =0
T, 4+ 3x9 — 223 + 8x4 — 325 =0

T, +4re — 223 + Txg — 45 =0

X1 +I2+2$5:O

Rezolvare:

(a) S1 ={(0, ¢, ) a € R}, dimensiunea lui S este 1, o baza este B; = {(0,1,1)}.

(b) S2 = {(2a— 5,0, 8,0) : a, B € R}, dimensiunea lui S; este 2, o baza este B, = {(2,1,0,0),(—1,0,1,0)}.
(c) S5 ={(—a— 35, a+B,5a —38,a,8) : a, B € R}, dimensiunea lui S; este 2, 0 bazi este
{(- 1,175,1,0),( 3,1,-2,0,1)}
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